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CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES
DES SECTIONS DROITES D’'UNE BARRE

I. Moments statiques d’une section
Considérons une section droite d’'une barre, onalfgporte a un systeme de coordonnées

(X,Y) et considérons les deux intégrales suivantes:
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L’indice " S " dont est affecté le signe d’intégration signifigoe I'intégrale est étendue
a toute la section.

Chacune des intégrales est une somme de prodaitesl’élémentairesdsS " par la
distance a I'axe correspondd#touY).

La premiére intégrale s’appelleoment statiquee la section relativement a I'aXeet la
seconde relativement a I'aXe L'unité du moment statique est |ém3, cm3,mm3,...)

Remarque Lorsqu’on transporte parallelement les axes, demdeursdes moments
statiquesr/arient
Considérons deux couples d'axes parallél€gY,) et(X,,Y,), soit"b" la distance
entre les axe€X;, X,) et" a" la distance entre les ax@§, Y,).
Supposons connu l'aire de la sectiyret les moments statiques par rapport aux &xes
etY;, (Sx; etSy,) sont connus.
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Déterminer les moments statiquég, etSy,. Y, 4
Les moments statiques cherchés: X, ds
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{SXZ - SXl - bS
SYZ == SYl - aS

Remarque Lorsqu’on transporte parallelement les axes, lenerd statique varie d’'une
guantité égale au produit de I'aSepar la distance entre les axes.

Considérons la premiere expression, La quantigeut étre quelconque, positif comme
négatif. Aussi, peut étre choisie de telle sorte lguproduithS soit égal &,,. Alors pour
ce cas particulier, le moment statigiye par rapport a I'ax&, s’annule( S,, = 0).

Définition: Un axe par rappoduquelle moment statique est nul est appeté centralll

est unique dans une famille d’axes parallelesa eidtance a cet axe d’un certain axe
arbitraire est:

D’une maniere analogue pasir, = 0 etS,; = aS, d'ou

SYl
= X = —
a c S
RemarqueLe point d’'intersection des axes centraux s’appeltentre de gravitde la
section. Par rotation des axes, on peabtrerque lemoment statiqueelativement a

n’'importe quel axe passant par le centre de gragitiéul.

Pour une figure composéles moments statiques par rapport aux axes:

{ SXl = Sl-YC1 +52'YC2 + S3'YC3 + "'..+Si.Yci
Sy1 = Sl'XC1 + SZ'XCZ + S3.Xc3 + el +Si'XCi

Le centre de gravité dans le systéme d@keY.):

Xp =0 Y, = XL AVEC Spor=S; 4 S, + .. 45

STot STot
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L Y,

IIl. Moments d’inerties d’'une sectic 4 X,

Considérons les trois intégrales suivanteg: Y24
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Les deux premiéres intégrales sont appelées mordémésties axiaux de la section par
rapport aux axe§ etY;. La troisieme intégrale est le produit d’inertie k& section par
rapport aux axes§ etY;. (L'unité du moment d’inertie est [en*, cm* mm?, ...)).

Remarquée
Les moments d’inerties axiaux sont toujoptssitifs Par contre le produit d’inertie peut
étre positif comme négatif selon la dispositiorialsection par rapport aux axésetY;.

Etablissons les formules de transformations des enésnd’inerties lorsqu’on transporte

R . (xy=(x; —a)
les axes paralléles: (Et substltua{nﬁ L
P ( Y2 = ()’1 —b) )
]

Iy, = f y2dS = (y; — b)?dS = Iy, + b?S + 2bSy,
S

) Iy, = f x3dS = (x; — a)?dS = Iy, + a®S + 2aSy,
S

Ixoy, = f X2Y2dS = (x; —a)(y, — b)dS = Ix1y1 + abS — bSy; — aSxq
\ S

Si les axesX; etY; sont centraux, on $; = Sy; = 0, les expressions déduites se
simplifient considérablement.

IXZ =IX1+bZS IXZ :IXG+bZS
Iyz = IYl + aZS = IYZ = IYG + aZS
Ixzy2 = Ix1y1 + ab$ Ixay2 = Ixgye + abS
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Par conséequent lors du déplacement parallele des (@x des deux axes étant central),
les moments d’inerties axiaux varient d'une quéndéigale au produit de l'aifepar le
carré de la distancé entre les axes.

IOX - IGX + dZS

Théoreme de Huygente moment d’inertie d’'une section droite par raqpa un axe
donné est égal au moment d’inertie par rapport axanparalléle au premier et passant
par le centre d’'inertie de la section augmentéraduygt de I'aire total de la section par le
carré de la distance entre les axes.

Remarquell résulte de la formule précédente dye > Iy, par conséquent si I'on
prend tous les axes ayant une méme direction, leenbd’inertie sera minimum par
rapport a I'axe passant par le centre de grdyité 0).

Tapez une équation ici.

[1l. Variation du moment d’inertie par rapport a dessgpassant par le centre de gravité
de la section droite

Nous allons étudier la variation du moment d’ireegiiar rapport a un axe qui tourne
autour du centre de gravité

Rapportons l'aireQ) a deux axes de coordonnées fixgsetGy, I'axe A(G,) axe par
rapport auquel on veut déterminer le moment d’iaert

Considérons un poind et un élément d'aire infiniment petidw; abaissant les
perpendiculaireglB surGX et AC surGA. On remarque sur la figure que les segments
BD + DA = BA; des triangle&BD et DAC, on tire:
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BD = GB tga
{DA = AC/cosa ==> GBtga+ AC/cosa =BA

e si l'on remarque qué&B =x et BA=y (coordonnées du poid) et AC = §;
(distance du poind & 'axeA).La relation devientx tga + 6;/cosa =y

on multiplie parcos a, on tire:
6 =ycosa—xsina

Calculons le moment d’inertie par rapport a '@

IA=f&édw=f(ycosa—xsina)2dw=
aQ )

IA=fy2cosza dw+fx2 sin? a dw—foysinacosa dw
o) o) Q

— 2 P2 :
Iy = I cos® a + I, sin® a — Iy, sin 2a

On remarque qué,dépend de l'angler c’'est a dire de I'angle que fait I'ax® avec
'axe X. Sia varie,l varie. Si I'on suppose que l'axeest tout d’abord confondue avec
'axe X, puis on le fait tourner autour de de facons a revenir s’appliquer sur I'aXe
aprés une rotation dber, (Puisquesin®a, cos?a etsin2a) sont compris
entre(—1, +1).

Le moment d’inertiel,varie de fagorcontinue Au cours de cette variatialy passera
donc par deux valeurs 'une maximum et I'autre miam.

Il existe deux valeurs de différentes de’zz, c’est a dire deux positions rectangulaires de

laxe A, 'une est un maximum et l'autre est un minimunmes(ositions de 'axé
s’appellentaxes principaux d'inertie

Définition: Tous les axes passant par le centre de gravitgeBurface, il existe deux
axes perpendiculaires 'un a l'autre appelés momdimerties, et les moments d’inerties
correspondants sont appelésments d'inerties principaudont 'un est max et l'autre

est mini.
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v=ycosa—xsina
u=ysina +xcosa

p
Iy = j v2dS = f(y cos a — xsina)?dS = Iy cos? + Iy sin? — Iyy sin 2a
5 5

A

I, = f u?dsS = f (x cos a + ysin @)?dS = Iy sin? + Iy cos? — Iyy sin 2a
5 5

Iy — Iy

sin 2«

Iyy = f uvdS = f(ycosa —xsina)(xcosa + ysina)dS = Iy cos 2a +
\ 5 5

Pour que les axe# etV soit principaux, il faut que/,,, = 0). Ceci nous permet
d’obtenir cette expression qui permet de trouveuosition de I'axe principal.

2y

Iy —Ix

tg 2a =

Pour cette valeur de lI'angle I'un des moments axiaux est maximum et l'autre es
minimum.
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Définition:

Les axes par rapport auxquels le produit d’'inegse nul, les moments axiaux prennent
leurs valeurs extrémales et sont appeléss principauxS’ils sont en outreentrauxles
moments d'inerties sont appelés atorss centraux principaux

Les moments d’inerties axiaux par rapport aux gx@scipaux sont appelés moments
d’inerties principaux.

— 2
max — IXY

min 2

Iy + 1y s (IX er IY)Z

Les moments d’inerties centraux principaux:

Imax =
min 2

lox + gy Iex + loy\”
i < 2 ) + IgXGY

IV. Propriétés des axes principaux

a/ Si une aire plane représente un axe de symétrie
cet axe est un axe principal d’inertie.

b/ Si une aire plane représente deux axes de
symétries, ces axes sont des axes principaux
d’inerties.

c/ Si une aire plane représente plus de deux axes d
symétrie, tous les axes passant par le centre de
gravité sont des axes principaux d’inerties et leur

moments d’inerties par rapport a ces axes sont
€gaux.
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